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Recenzja

pracy doktorskiej mgr Anny Pawinskiej

pt.: ,ANALIZA MOZLIWOSCI ZASTOSOWANIA FUNKCJI TREFFTZA DO ROZWIAZYWANIA
NIELINIOWYCH ZAGADNIEN ODWROTNYCH MECHANIKI”

Podstawe do opracowania recenzji pracy doktorskiej mgr Anny Pawinskiej stanowi pi-
smo Dziekana Wydzialu Mechatroniki i Budowy Maszyn Politechniki Swigtokrzyskiej
z dnia 16.06.2016r.

Praca zawiera 187 stron i podzielona jest na 9 rozdzialéw poprzedzonych spisem tresci,
wykazem wazniejszych symboli i indeksow, a zakonczona bibliografia liczaca 98 pozycji
literaturowych zwigzanych z tematem pracy, spisem tabel i rysunkéw oraz streszczeniem
pracy w jezyku polskim i angielskim.

1. Omoéwienie pracy

Praca mgr Anny Pawinskiej dotyczy zastosowania funkcji Trefftza do rozwigzywania zagad-
nien odwrotnych mechaniki. Ze spisu literatury wynika, ze Doktorantka jest autorem jednej i
wspotautorem 3 prac cytowanych w rozprawie.

W rozdziale 1 Doktorantka podaje uzasadnienie wyboru tematyki badan oraz formutuje
nastepujaca tez¢ badawcza: ,,Metoda funkcji Trefftza jest skutecznym narzedziem rozwiazy-
wania prostych oraz granicznych zagadnien odwrotnych dla proceséw opisywanych nielinio-
wymi rownaniami rézniczkowymi czastkowymi oraz zagadnien odwrotnych identyfikacji
zrodel”. Jako gléwny cel swojej pracy przyjmuje opracowanie skutecznej metody rozwiazy-
wania wybranych prostych i odwrotnych zagadnien mechaniki.

W rozdziale 2 przedstawiony zostal aktualny stan wiedzy zwiazany z zastosowaniem
funkcji Trefftza do rozwigzywania rownan rézniczkowych czastkowych. Z przegladu literatu-
ry wynika, ze funkcje Trefftza sa powszechnie stosowane do rozwiazywania zagadnien pro-
stych (bezposrednich) i odwrotnych dla rownania przewodnictwa ciepta, rOwnan termospre-
zystosci, rownania falowego oraz rownan opisujacych drgania ptyt i belek. Szczegdlng uwage
poswiecono przegladzie metod, ktére Doktorantka rozwingta w swojej pracy. Mozna do nich
zaliczy¢ metodg iteracji Picarda, stosowana do rozwiazywania zagadnien nieliniowych oraz
potaczenie metody elementéw skonczonych z funkcjami Trefftza jako funkcjami bazowymi.

Rozdzial 3 zawiera opis metody, ktéra zostala zastosowana do rozwiazania zagadnien
prostych i odwrotnych mechaniki. Metoda ta w ogélnym przypadku dotyczy rozwiazywania
niejednorodnych nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych. Rozwiazanie liniowego
réwnania r6zniczkowego poszukiwane jest w postaci kombinacji liniowej funkcji Trefftza,
tozsamos$ciowo spetniajacych to rownanie i tworzacych uktad zupelny tych funkcji. Autorka




t¢ ideg stosuje rowniez w Metodzie Elementéw Skonczonych. W rozdziale tym wymienione
sa trzy warianty tej metody. Do rozwiazywania zagadnien nieliniowych Doktorantka stosuje
Metodg Iteracji Picarda. W metodzie tej operator rézniczkowy rozkladany jest na sktadowa
liniowa i nieliniowa. Rozwigzanie poczatkowe przyjmowane jest w postaci kombinacji linio-
wej funkcji Trefftza, a nastgpnie w procesie iteracji i stosowaniu operacji odwrotnych otrzy-
mywane jest rozwigzanie rownania nieliniowego. Wyniki obliczenn wykonane za pomoca opi-
sanej metody zostaty przedstawione w nastgpnych rozdziatach.

W rozdziale 4, funkcje Trefftza zostaly zastosowane dla jednowymiarowego liniowego
zagadnienia przewodnictwa ciepla we wspélrzgdnych bezwymiarowych. Udowodnione zosta-
o twierdzenie o liczbie oraz liniowej niezaleznosci funkcji cieplnych (funkcji Trefftza dla
niestacjonarnego rownania przewodnictwa ciepta). W celu przetestowania proponowanej me-
tody zostato sformulowane i rozwigzane analitycznie zagadnienie testowe. Rozwigzanie to
pozwala na oceng poprawnosci rozwigzania numerycznego za pomocg zdefiniowanych w tym
rozdziale norm wzglednych. Zbadany zostal wplyw rozmieszczenia weziéw pomiarowych
(réwnoodlegle oraz wezly Czebyszewa) na dokladno$é rozwigzania zagadnienia prostego
i odwrotnego. Zbadana zostatla roéwniez stabilno$¢ rozwiazania zagadnienia odwrotnego.
W tym celu wartoséci temperatury w weztach pomiarowych zostaly zaburzone bledem loso-
wym. Obliczenia zostaty rowniez wykonane Metoda Elementéw Skonczonych z aproksyma-
cja rozwigzania za pomocg kombinacji liniowej funkcji Trefftza w kazdym elemencie. Obszar
zostal podzielony na dwa elementy skonczone. Potaczenie rozwiazan w elementach osiagnigte
zostalo za pomoca funkcjonatlu minimalizujacego Sredniokwadratowy biad temperatury 1 jej
pochodnej na granicy elementéw skoriczonych. Wyniki obliczen poréwnane z analitycznym
rozwiazaniem potwierdzily duza zgodno$é rozwigzan numerycznych zagadnien prostych i
odwrotnych z rozwigzaniem analitycznym.

Przedstawione w rozdziale 5 rozwazania dotycza zastosowania funkcji Trefftza do roz-
wigzywania nieliniowych, dwuwymiarowych zagadnien stacjonarnych przewodnictwa ciepta.
Uktad rozdziatu podobny jest do poprzedniego. Udowodnione zostalo twierdzenie o liczbie
oraz liniowej niezalezno$ci funkcji Trefftza dla rownania Laplace’a (wielomianéw harmo-
nicznych) w przestrzeni dwuwymiarowej. Analitycznie zostalo rozwiazane nieliniowe roOwna-
nia przewodnictwa, ktére postuzyto do potwierdzenia poprawnosci rozwiazan numerycznych.
Do obliczen uzyto bezweztowej metodg elementéw skonczonych z funkcjami Trefftza oraz
metode iteracji Picarda z funkcjami Trefftza. Zbadano wpltyw odleglosci punktéw pomiaro-
wych od brzegu, na ktérym nieznany jest warunek brzegowy (e = 0,1 i € = 0,3), na rozwigza-
nie numeryczne zagadnienia odwrotnego. Zadane w wezlach pomiarowych wartosci tempera-
tury wyznaczone z rozwigzania analitycznego zaburzono blgdem losowym i zbadano wplyw
tego bledu na stabilno$é rozwiazania zagadnienia odwrotnego. Wyniki obliczen uzyskane za
pomoca obu metod potwierdzily duza zgodnos¢ z rozwigzaniem analitycznym.

Rozdziat 6 zawiera wyniki obliczen dla zagadnienia odwrotnego wyznaczania rozkladu
temperatury w pierScieniach $lizgowych uszczelniefi bezstykowych. Przedstawiony zostal
schemat bezstykowego uszczelnienia czotowego oraz model matematyczny wymiany ciepla
w takim uszczelnieniu. Rozklad temperatury w czg$ci ruchome;j i nieruchome;j uszczelnienia
przyblizony zostal za pomoca kombinacji liniowej funkcji Trefftza. W czgs$ci nieruchome;j
potaczenia rozwigzane zostalo zagadnienie odwrotne. Nieznane wartosci temperatury na po-
wierzchni uszczelnienia zostaly wyznaczone na podstawie znanych wartoSci temperatury




(z rozwiazania analitycznego) w pewnej odleglosci od brzegu uszczelnienia (z =—0,002). Ob-
liczenia zostaly przeprowadzone dla réznych warto$ci liczby funkcji Trefftza oraz dla zadane;j
wartosci btedu losowego 0= 0,02 warto$ci temperatury wewnatrz statora. Wyniki obliczen
wskazujg na wzrost doktadnosci rozwiazania zagadnienia odwrotnego dla dokladnych warto-
$ci temperatury wraz ze wzrostem liczby funkcji Trefftza. W przypadku danych obcigzonych
bledem pomiarowym wzrost doktadno$ci rozwiazania wystepuje, gdy liczba funkcji Trefftza
nie przekracza 40.

W rozdziale 7 przedstawione zostalo rozwigzanie zagadnienia prostego i odwrotnego
drgan belki, wyznaczone za pomocg funkcji Trefftza. ROwnanie opisujace drgania belki jest
rébwnaniem rozniczkowym czwartego rzedu. Podobnie jak we wcze$niejszych rozdzialach
zostato udowodnione dla rozwigzania tego rGwnania twierdzenie o liczbie i liniowej niezalez-
nosci funkcji Trefftza. Podane zostato analitycznie rozwiazane zagadnienie testowe, z ktorym
poréwnano zagadnienie proste rozwigzane numerycznie metoda funkcji Trefftza. Przedsta-
wione zostaly rowniez wyniki obliczen dla stalej i sinusoidalnej funkcji wymuszenia drgan
belki. Zagadnienie odwrotne dla réwnania opisujacego drgania belki zostalo sformulowane
w dwoéch wariantach: jako zagadnienie identyfikacji warunkéw brzegowych oraz zagadnienie
identyfikacji funkcji wymuszajacej drgania belki. Zbadana zostala wrazliwos¢ rozwigzania
zagadnienia odwrotnego na bledy losowe funkcji przemieszczenia w wybranych punktach
belki. Jako ostatnie zostalo rozwigzane zagadnienie proste drgan swobodnych belek geome-
trycznie nieliniowych metoda iteracji Picarda z zastosowaniem funkcji Trefftza. Wszystkie
rozwiazane w rozdziale zagadnienia pokazaly skuteczno$¢ metod, w ktorych do aproksymacji
rozwiazania wykorzystane zostalty funkcje Trefftza.

Rozdziat 8 jest uogolnieniem rozwazan z poprzedniego rozdzialu na zagadnienia zwiaza-
ne z drganiami ptyt. Uklad rozdziatu jest podobny jak rozdziatu 7.

Koficzacy prace, rozdziat dziewiaty stanowi podsumowanie wynikéw pracy oraz wnioski
koncowe. Na szczegblng uwage zashuguja oryginalne osiagnigcia Autorki, do ktérych mozna
zaliczy¢ :

e opracowanie metody rozwiazywania nieliniowych zagadnien prostych przewodnictwa
ciepta oraz drgan belki (potaczenie funkcji Trefftza i metody iteracji Picarda),

e opracowanie metody rozwiazywania nieliniowych, brzegowych zagadnien odwrotnych,

e opracowanie metody rozwiazywania zagadnienn odwrotnych zwiazanych z identyfikacja
funkcji Zrodta (zagadnienia identyfikacji obciazenia belki oraz plyty),

e sformulowanie i udowodnienie twierdzen o liczbie i liniowej niezaleznosci funkcji Tref-
ftza dla rozwazanych réwnan rézniczkowych czastkowych.

2. Uwagi

Oznaczenia

W spisie oznaczen wielkosci E, J, € oznaczaja wzgledny biad aproksymacji w normie L2.
Dlaczego uzyto tyle symboli do oznaczenia jednej wielkosci w calej pracy, tym bardziej, ze
niektore z nich maja inne znaczenie?

Str. 8

Stwierdzenie, ze ,,funkcje Trefftza sq liniowo niezalezne i tworza uklad zupelny” nie do
konca jest prawdziwe. Jesli wezmiemy pod uwage dwie dowolne funkcje Trefftza, to ich




kombinacja liniowa tez bedzie funkcja Trefftza. Funkcje Trefftza wcale nie musza tworzy¢
uktadu zupelnego funkcji.

Str. 15

»~Rownanie (3.1) nazywane jest jednorodnym, jesli f{x) = 0 , natomiast dla f{x) # 0 jest to réw-
nanie niejednorodne, ktoérego rozwigzanie jest sumg rozwigzania ogélnego rownania jedno-
rodnego i rozwiagzania szczegdlnego réwnania niejednorodnego.”

Czy stwierdzenie to jest prawdziwe dla rownan nieliniowych?

Str. 17
,,Nalezy podkresli¢, ze w kombinacji liniowej nie jest mozliwe uzycie nieskonczonej liczby
funkcji Trefftza”.
Skad takie stwierdzenie? Jezeli wezmiemy pod uwagg ciag zupelny funkcji Trefftza, to zasta-
pienie kombinacji liniowej funkcji przez szereg daje rozwigzanie doktadne. Np. funkcja two-
rzace wielomiany cieplne

PP = iw,, (x,2)p"

n=0

daje si¢ przedstawi¢ w postaci szeregu funkcji Trefftza.

Str. 18

Metoda ciaglta — analogia do klasycznej MES jest nie do konca prawdziwa. Klasyczna MES
wprowadza definicje funkcji bazowej w przestrzeni izoparametrycznej. Taka definicja pozwa-
la na uzyskanie ciaglo$ci funkcji ksztaltu na brzegach. W metodzie funkcji Trefftza funkcje
ksztattu definiuje si¢ w przestrzeni fizycznej. Ciaglos¢ tej funkcji jest zachowana tylko w we-
zlach siatki.

Str. 23 Twierdzenie 4.1

Warto dodaé, ze operacje odwrotne nie sg jednoznaczne i mozna je wykona¢ z doktadnoscia
do dowolnej funkcji Trefftza (dla rozwazanego réwnania bgdzie to funkcja spelniajaca row-
nanie przewodnictwa ciepta). W dowodzie nastgpnego twierdzenia ta niejednoznacznos¢ jest
juz uwzgledniona przez czlon L(0).

Str. 28

Rozwigzania analityczne przyjete do porOwnania z rozwigzaniem numerycznym otrzymane
zostaty za pomocg transformaty Fouriera i sa prawdziwe w przedziale od 0 do 0. We wzorze
(4.22) 1 (4.23) dla ¢ dazacego do o rozwigzanie tez dazy do nieskonczonosci. Moze wigc trze-
ba doprecyzowaé wzory (4.19) — (4.21) np. w ten sposob, ze dla ¢ > 0,2 strumien jest rowny
zero. Wowczas wzory analityczne beda miaty fizyczny sens.

Str. 29

Wybrano dwa sposoby rozmieszczenia punktow pomiarowych: rownomierny i w wezlach
Czebyszewa. Trudno sobie wyobrazié, ze w praktyce tyle bedzie punktéw pomiarowych. Po-
miar temperatury zwigzany jest z umieszczeniem wewnatrz badanego materiatu termopary. W
praktyce tych punktow jest niewiele. Dodatkowo zaggszczanie wezléw pomiarowych w po-
blizu brzegu obszaru jest technogicznie niemozliwe do wykonania. Wobec tego lepiej powie-
dzieé, ze dane sa punkty wewnatrz materiatu, w ktérych znana jest temperatura.



Co oznacza optymalny dobor weztéw zapowiadany w tytule rozdzialu 4.2? Z tresci rozdziatu
wynika tylko, Ze zbadane zostaly dwa sposoby rozmieszczenia wgziow pomiarowych: réw-
nomierny i w weztach Czebyszewa.

Str. 34 Wzor (4.31)

Zmienna losowa ¢ ma rozktad normalny? Doktorantka nie podaje sposobu generacji liczb
losowych. Czy nie jest to przypadkiem zmienna losowa wygenerowana z funkcji generujacej
liczby pseudolosowe z przedziatu (0,1). Jesli tak, to jest to zmienna losowa o rozkladzie jed-
nostajnym, a nie normalnym. Z generatora o takim rozktadzie mozna uzyska¢ generator liczb
losowych o rozktadzie normalnym obliczajac odwrotng dystrybuantg dla rozktadu normalne-

go.

Str. 43 Tabele 4.1114.12

Dla niezaburzonych danych widaé, ze blad rozwigzania maleje wraz ze wzrostem liczby
funkcji Trefftza. W przypadku danych zaburzonych taka prawidlowos$¢ nie wystgpuje, co
wigcej dla 15 funkcji Trefftza blad rozwigzania jest mniejszy niz dla niezaburzonych danych.

Str. 44

,Na Rysunku 4.7 zostala zaznaczona lokalizacja wewngtrznych odpowiedzi temperaturo-
wych. Punkty pomiarowe powinny znajdowaé si¢ w pierwszym elemencie od brzegu, na
ktéorym identyfikowany jest strumieni ciepla. Lokalizacja punktow pomiarowych w dalszych
elementach powoduje znacza propagacje bledéw. Zatem zwigkszanie liczby podobszarow, a
tym samym zmniejszanie rozmiarow elementow, powoduje ograniczenie co do odlegtosci od
brzegu punktéw pomiarowych. Dlatego tez w zagadnieniu odwrotnym korzystniej jest wyko-
rzystywaé¢ malg liczbg duzych elementéw.”

To stwierdzenie nie jest poparte zadnymi badaniami, ani nie jest zacytowana praca, na pod-
stawie ktorej to stwierdzenie zostalo napisane. Szkoda, ze w pracy zbadany zostal tylko
wplyw liczby weztéw pomiarowych i sposéb ich rozmieszczenia, a nie zbadano wptywu ich
odleglosci w stosunku do brzegu x=0. W granicy, gdy potozenie punktéw pomiarowych
znajdzie si¢ na osi x = 1 otrzymuje si¢ zagadnienie odwrotne typu Cauchy’ego.

Moze warto w czasie prezentacji na obronie doktoratu pokaza¢ ten wplyw i w ten sposob
uzupelni¢ swoje badania dotyczace zagadnienia odwrotnego.

Str. 45 Czy funkcjonal (4.38) nie powinien by¢ postaci
0,5

I=[6,(x0) dx+j0 x,0)° I(ae ”) dt+Z( (0,552, )-T(0,11, ) +

0

0,2 .
+ [(6,0.5:0)-6,05:0)) ;(aez 0.5;¢) aolgo,s,t)J P
% 0 LA

Str. 49

Czy prawdziwe jest stwierdzenie:

,Na podstawie wynikéw zamieszczonych w Tabeli 4.12, Tabeli 4.13 i Tabeli 4.14 mozna
wnioskowac, ze w metodzie bezweztowej rozmieszczenie pomiarow w weztach Czebyszewa
zmniejsza blad aproksymacji.”?

Z danych zamieszczonych w tabeli 4.12 wynika, ze jest odwrotnie.




Str. 58, Rozdziat 5.1. Twierdzenie o liczbie i o liniowej niezaleznosci funkcji Trefttza dla
réwnania Laplace’a w przestrzeni dwuwymiarowe;j

Twierdzenie jest wazne z punktu widzenia przyblizania rozwigzania rownania Laplace’a za
pomoca kombinacji liniowej wielomianéw harmonicznych. Nie jest pokazane, ze te wielo-
miany tworzg uklad zupelny. Mozna si¢ domyslaé, ze tylko kombinacja liniowa kolejnych
wielomianéw harmonicznych prawidlowo przybliza rozwiazanie rownania Laplace’a.

Str. 59, tabela 5.1
Funkcja harmoniczna zerowego rzedu jest tylko jedna.

Str. 61
We wzorze (5.26) wystepuja nie tylko operatory.

Str. 68, tabela 5.3

Trudno jest porownywac wyniki obliczen dla réznej liczby podobszaréw i takiej samej liczby
funkcji Trefftza w podobszarze. Jezeli w kazdym z 9 podobszaréw stosujemy po 5 funkcji
Trefftza, to rozwiazanie w calym obszarze jest opisane za pomoca 45 nieznanych wspéiczyn-
nikoéw. Chyba chodzi o to, Ze lepiej dzieli¢ obszar na podobszary i w kazdym z nich przybli-
za¢ rozwigzanie za pomocg wielomianéw harmonicznych nizszego stopnia, niz w calym ob-
szarze za pomocg 45 wielomianéw harmonicznych.

Str. 74, tabela 5.4

Dlaczego obliczenia zatrzymuja si¢ na 4 iteracji. Co dzieje si¢ dalej? Czy nie powinno by¢
lepiej po kilku nastgpnych iteracjach? Uwaga dotyczy rowniez nastgpnych wynikéw obliczen
z tego rozdziatlu. We wszystkich obliczeniach proces iteracji konczy sig na czwartej iteracji.

Str. 80

Autorka stwierdza: ,,... dane s3 wewnetrzne odpowiedzi temperaturowe w okreslonej odle-
glo$ci od nieznanej czeéci brzegu.” Rozwazajac problem majacy znaczenie praktyczne, nale-
zy sobie odpowiedzie¢ na pytanie: w jaki sposob wykonany jest pomiar temperatury we-
wnatrz statora? W rozdziale nie jest podane w ilu punktach znana jest odpowiedz temperatu-
rowa, podana jest tylko liczba funkcji Trefftza.

Str. 81
6 nie oznacza zmiang temperatury, tylko temperaturg odniesiona do temperatury otaczajacego

plynu.

Str. 81
h(r) -funkcja opisujaca wysoko$é szczeliny promieniowej — nie jest podany wzor tej funkcji.

Str. 87, rys. 6.2

Z rysunku wynika, ze warunki brzegowe dla rotora i statora sa identyczne. R6znica wystgpuje
tylko we wspotczynnikach a i 1. Ta symetria ma odzwierciedlenie w wynikach pokazanych w
dalszej czesci rozdziatu. Jak wygladaloby rozwiazanie tego zagadnienia, jesliby polaczy¢ oba
pier§cienie ze soba i przyjmujac warunki cigglo$ci temperatury i strumienia ciepta na pola-
czeniu rotora i statora. Wowczas mamy zagadnienie proste w calym obszarze.

Str. 120




,,Generalnie obserwuje si¢ pogorszenie aproksymacji dla danych zaburzonych. Nalezy ...” Ta
prawidlowo$¢ wystepuje we wszystkich pordwnaniach obliczen dla danych doktadnych i za-
burzonych bledem losowym prezentowanych w rozprawie. Moze zatem warto podaé wyja-
$nienie tego zjawiska.

Powyzsze uwagi maja charakter dyskusyjny i nie zmniejszaja merytorycznej wartosci pracy.

3. Podsumowanie

Praca mgr Anny Pawinskiej potwierdzita stuszno$¢ postawionej przez nia tezy. Cele
szczegbtowe jakie postawila sobie dla potwierdzenia tezy, zostaly przez nia w pelni zrealizo-
wane i stanowig jej oryginalne osiagnigcie.

Doktorantka wykazala si¢ umiejetnosciami formutowania i rozwigzywania zagadnien od-
wrotnych przewodnictwa ciepta, drgan belek oraz ptyt. Na szczeg6lna uwagg zastuguja twier-
dzenia sformutowane i udowodnione przez Doktorantkg. Réwniez analiza wrazliwosci roz-
wigzania zagadnienia odwrotnego wykonana przez Doktorantke wskazuje na rozumienie
przez nig probleméw zwiazanych z uzyskaniem prawidlowego rozwigzania takiego zagadnie-
nia.

W moim przekonaniu rozprawa doktorska mgr Anny Pawinskiej zasluguje na wyréznie-
nie oraz spelnia wymogi Ustawy o Stopniach i tytule Naukowym i wnosz¢ do Rady Wy-
dzialu Mechatroniki i Budowy Maszyn Politechniki Swigtokrzyskiej o dopuszczenie jej do
publicznej obrony.



